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概要. 本研究では，密度型位相最適化問題に対する高精度数値的手法について考察す
る．高精度手法の基礎には勾配法による反復解法を採用し，反復内における偏微分方程式
の数値解法には微分求積法の一種である任意多点差分法を用いる．高精度計算実施のため
に必要な多倍長環境には exflib を採用する．Poisson 方程式による密度型位相最適化問
題に対して最急降下法と H1 勾配法を用いた数値実験を行い，それぞれの有効性と数値安
定性・収束性を検証する．
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Abstract. In this paper, we consider a high accurate method for SIMP (Solid Isotropic

Material with Penalization) type topology optimization problem. We adopt the gradient

type method to solve our problem. In order to get high accurate solution of the partial

difference equation in our algorithm, we use the lattice-free finite difference method which

is a kind of the differential quadrature method. The library “exflib” for the scientific

multiple-precision arithmetic is used in our calculation. By the numerical experiments,

we check the effectiveness, stability, and convergency of our algorithm with the steepest

descent and H1 gradient method.

1. はじめに
近年のものづくりの現場では，コンピュータを使った設計と数値解析が日常的に行われ
るようになった．さらに現在では，数値解析の結果を利用することで効率的に最適な設計
を行う方法にも関心が高まっている．その一つに，最適設計分野で研究されている位相最
適化問題 [5]がある．
位相最適化問題とは，構造物における最適な穴の配置や大きさを求める問題であり，構
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造物におけるトラス構造の最適化問題，熱伝導問題，音・振動連星問題，電磁波伝搬問題
と様々な分野で現れ，利用されている [5, 16]．しかし，位相最適化問題は非適切な問題で
あることが知れている．ここで (Hadamard の意味で) 適切な問題であるとは，「解が一
意である」，「解が存在する」，「解が与えられたデータに対して連続的に依存する」の三条
件すべてを満たすことであり，どれか一つでも成り立たないとき，その問題は非適切であ
ると呼ばれる [14]．そのため，最急降下法などの従来法を位相最適化問題へ適用し近似解
を求めようとすると，数値不安定現象 [6]が発生する．その数値不安定性を回避するため
に様々な方法が提案をされているが，その一つに畔上により提案された H1 勾配法 [1]が
ある．H1 勾配法は形状最適化問題や密度型位相最適化問題 [5]に対して提案されている
方法であり，数値不安定現象の原因を “設計空間と勾配の属する関数空間の違い”と考え
関数空間の違いを補正することを基礎として構築され，現在までに製品設計の現場で活用
されている [2, 18]．
一方，非適切問題へ数値解法を適用した場合に数値不安定現象を起こす原因としては，
離散化誤差，丸め誤差，観測誤差といった各種誤差も考えられる．観測誤差がない非適切
問題に対しては，丸め誤差に 100 桁を超える多倍長計算環境，離散化誤差にスペクトル選
点法などの高精度数値解法を用いることで高精度近似解が求められることが，今井 [13]，
藤原・磯 [8]，飯島・大西 [12]の研究によりに示されている．密度型位相最適化問題にお
いてデータは，設計者が材料を固定する等の条件を誤差が無い関数の形で与えるものであ
る．つまり密度型位相最適化問題において対処すべき誤差は，離散化誤差と丸め誤差のみ
である．したがって，今井らの方法を用いることが密度型位相最適化問題に対しても有効
であると考えられる．また密度型位相最適化問題に対する各種勾配法の数値安定性は，ロ
バストな解法を倍精度環境で用いた場合において数値実験によりある程度明らかにされて
いるものの，理論的には問題の複雑さ故に明らかにされていない．さらに H1 勾配法が，
各種誤差の影響を抑え安定な数値解を得ているだけなのか，計算桁数・方法によらない非
適切問題に対する正則化解法なのか明らかになっていない．
本論文では，Poisson 方程式による密度型位相最適化問題に対する高精度最適設計手法

を開発し，それを用いて各種勾配法の数値安定性と収束性を明らかにし，さらに密度型位
相最適化問題の高精度解を得ることを目的とする．高精度最適設計手法の基礎方法として
勾配法を採用し，境界値問題の高精度解法としては微分求積法 [3, 4]の一種である任意多
点差分法 [11]，また計算環境として多倍長計算ライブラリ exflib [7] を用いることで，高
精度手法の開発を行う．さらに数値実験を行い，開発手法の有効性と，密度型位相最適化
問題に対する最急降下法，H1 勾配法の数値安定性と収束性を検証する．H1 勾配法につ
いては，従来の有限要素法と倍精度計算環境での結果と比較し，数値解の安定性と各種誤
差との関係について数値実験を通して検討する．
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2. 密度型位相最適化問題に対する勾配法
領域 D ⊂ Rd (d = 2, 3)を有界な一様 Lipschitz領域とし，∂D = Γu∪Γq (Γu∩Γq = ∅)
とする．

Θ =
{
θ ∈ C0, 1(D) | θ = θC in DC

}

とする．ここで DC ⊂ D であり，θC ∈ C0, 1(D) は与えられた関数とする．関数 ϕ を

(2.1) ϕ(t) =
1 + tanh t

2

と定義する．このとき，次の境界値問題を考える．

(2.2)



−∇ · (ϕα(θ)∇u) = f in D ,

u = uD on Γu ,

ϕα(θ)∂νu = p on Γq .

ただし，f ∈ L2r(D)，p ∈ L2r(Γq)，uD ∈ W 1− 1
2r , 2r(Γu) (r ∈ N) は与えられた関数，

α > 1 は与えられた定数とする．また ∂ν = ν ·∇であり，ν = t(ν1, ν2, . . . , νd)は Γq 上
の外向き単位法線ベクトルである．この境界値問題の弱解 u ∈ W 1, 2r(D) ⊂ H1(D) は，
θ ∈ Θ が与えられた場合，∂D のカド点に一定の条件を課すことで一意に存在する [9]．
境界値問題 (2.2) の弱解を用いて，密度型位相最適化問題を定義する．Q を境界値問題

(2.2) の弱解の集合とし，汎関数 fi : Θ × Q → R (i = 0, 1, . . . , m) を次のとおりに定
義する．

fi(θ, u) =

∫

D

ζi(θ, u) dx+

∫

Γq

ηNi(u) ds+

∫

Γu

ηDi(∂νu) ds+ ci (i = 0, 1, · · · ,m)

とする．ただし
ζi ∈ C1(Θ×Q ; L1(D)) , ζiθ ∈ C0(Θ×Q ; Lr(D)) , ζiu ∈ C0(Θ×Q ; L2r(D)) ,

ηNi ∈ C1(Q ; L2r(Γq)) , ηDi ∈ C1(Z ; W 1− 1
2r ,2r(Γu)) .

ここで ζiθ，ζiu は，それぞれ ζi の θ，u 方向の Fréchet 偏微分を表す．また，Z =

{∂νu | u ∈ Q, ν on Γu} である．このとき，次の制約条件付き最適化問題を考える．

[密度型位相最適化問題]

(2.3) θ∗ = argmin
θ∈Θ

{f0(θ, u) | fi(θ, u) ≤ 0 (i = 1, 2, · · · ,m), u = u(θ) ∈ Q}

を満たす θ∗ ∈ Θ を求めよ．

この問題において，境界値問題 (2.2) を主問題と呼ぶ．位相最適化問題では，境界値問題
(2.2) の係数関数 ϕα として特性関数を選択し，穴の位置・形状を最適化問題を解くこと

3
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により得ることを考える．一方，密度型位相最適化問題 (2.3) では，[0, 1] 内に値域を持
つ密度関数 ϕ の濃淡により穴の位置・形状を近似的に得ることを考えている．さらに密
度関数を直接同定するのではなく，密度関数自身は (2.1) のような滑らかな関数として与
えておき，その値を制御する設計変数 θ ∈ Θ を求めるのが大きな特徴である．密度型位
相最適化問題 (2.3) は，SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) problem と
も呼ばれる．
密度型位相最適化問題を解く方法として，Lagrange の未定乗数法を採用する．(2.3) の

Lagrage 関数は，次のとおりである．

(2.4) L (θ, u, λ) = f0(θ, u) +
m∑
i=1

λifi(θ, u) , θ ∈ Θ, u = u(θ) ∈ Q .

ただし，λ = t(λ1, λ2, . . . , λm) である．この Lagrange 関数の最小化関数を求める方法
として，KKT 条件を基礎とした勾配法を用いることにする．密度型位相最適化問題の
KKT 条件は，次のとおりになる．

g0 +
m∑
i=1

λigi = 0 ,(2.5)

fi(θ, u) ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , m) ,(2.6)

λifi(θ, u) = 0 (i = 1, 2, . . . , m) ,(2.7)

λi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , m) .(2.8)

ただし gi は fi の θ に関する勾配，すなわち

fiθ(θ, u)[φ] = ⟨gi, φ⟩ , ∀φ ∈ Θ

である．ここで fiθ は，fi の θ 方向の Fréchet 偏微分である．勾配法を用いるためには，
Lagrange 関数の Fréchet 微分が必要となる．vi ∈ H1(D)を，次に定義する随伴問題の
解とする．

(2.9)



−∇ · (ϕα(θ)∇vi) = ζiu(θ, u) in D,

vi = ηDi∂νu(∂νu) on Γu,

ϕα(θ)∂νvi = ηNiu(u) on Γq.

このとき Lagrange 関数の Fréchet 微分は，次のとおりに与えられる [2]．

L ′(θ, u)[ϑ] = ⟨g0 +
m∑
i=1

λigi, ϑ⟩ .

ただし，
gi = ζiθ − αϕα−1ϕθ∇u · ∇vi (i = 0, 1, . . . , m) .
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このとき Lagrange 関数の Fréchet 微分は，次のとおりに与えられる [2]．

L ′(θ, u)[ϑ] = ⟨g0 +
m∑
i=1

λigi, ϑ⟩ .

ただし，
gi = ζiθ − αϕα−1ϕθ∇u · ∇vi (i = 0, 1, . . . , m) .

4

u ∈W 1,2r(D)，vi ∈W 1,2r(D) および仮定より gi ∈ Lr(D) となるが，gi ∈ C0, 1(D) と
なることは一般に保証できない．
最急降下法では，条件 (2.6)，(2.7)，(2.8) を各ステップ満たしながら勾配 g0+

m∑
i=1

λigi

により設計変数を更新していく．しかし gi ∈ C0, 1(D) が保証できないため，初期設計変
数を θ0 ∈ Θ としても，更新設計変数が Θ の元になることを保証できないという問題があ
る．畔上 [1]は，このことが数値不安定現象の原因の一つと考え，H1 勾配法を考案した．
a : H1(D)×H1(D)→ R を

a(ϕ, ψ) =

∫

D

(∇ϕ · ∇ψ + c ϕψ) dx

と定義する．ただし，c > 0 は与えられた定数である．a(·, ·) は H1(D) 上の有界な強圧
的双一次形式である．このとき H1 勾配法は，探索方向 φg を

(2.10) γ a(φgi , ψ) = −⟨gi, ψ⟩, ∀ψ ∈ H1(D)

の解 φgi ∈ H1(D) により，φg = φg0 +

m∑
i=1

φgi と定める方法である．ただし，γ > 0 は

与えられた正定数である．この方法は，2次近似問題

φg = argmin
φ∈H1(D)

{γ
2
a(φ, φ) + ⟨g0, φ⟩ | fi + ⟨gi, φ⟩ ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , m)

}

による逐次 2次近似法と同じものである．Lax-Milgram の定理より，φg ∈ H1(D) は唯
一つ存在する．さらに gi ∈ Lr(D) より φgi ∈W 2,r(D) �→ C0, 1(D)，すなわち探索方向
は φg ∈ C0, 1(D) となることが保証できる．よって Θ = C0, 1(D) (DC = ∅) であれば，
初期設計変数 θ0 ∈ Θ に対して勾配法による更新 θk = θk−1 + ϵφg ∈ Θ を保証すること
ができる．ここで，ϵ > 0 は適切に選ばれたステップサイズである．しかし，収束性につ
いては明らかになっていない．なお (2.10) は，次の境界値問題と同値である．

(2.11)

{
−∆φgi + c φgi = −gi

γ
in D ,

∂ν φgi = 0 on ∂D .

3. 高精度位相最適化手法と任意多点差分法
密度型位相最適化問題に対する高精度解法は，前節で示した Lagrange 未定乗数法を基

礎とした勾配法により構成することにする．その際，アルゴリズムにおけるすべての計算
を多倍長計算環境下で実行することにより，丸め誤差の影響を極力小さくすることで高精
度計算を実現する．しかし勾配法により高精度に計算するためには，さらに境界値問題
(2.2)，(2.9)，(2.11) を高精度に近似計算する必要がある．位相最適化問題に現れる境界
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値問題の近似計算には，一般に有限要素法が用いられる．有限要素法は汎用性が非常に高
くロバストな方法であるが，本研究で開発を目指している高精度位相最適化手法で必要な
方法は，今井 [13] らが用いているスペクトル選点法と同程度の高精度性，すなわち指数
関数的に誤差が減少する方法である．そこで本研究では，偏微分方程式に対する高精度近
似解法として微分求積法の一種である任意多点差分法 [11]を採用する．微分求積法 [3, 4]

は，微分方程式に現れる微分項の近似を与えられた求積点と基底関数による差分形式で離
散化し近似解を求める方法であり，求積点配置を格子に限定しないメッシュフリー解法で
ある．微分求積法では，一般に基底関数として有限次元多項式が選ばれる．それに対して
任意多点差分法は，その基底関数として指数関数を用いることで無限次元多項式に対する
微分求積法を実現した方法であり，数値実験により Poisson 方程式，定数係数熱伝導方
程式に対しては指数関数的に誤差が減少する方法であることが示されている．一方，係数
が定数でない偏微分方程式については，その高精度性が明らかにされていない．そこで本
節では，密度型位相最適化問題に現れる次の境界値問題に対して任意多点差分法を適用
する．

(3.1)



−∇ · (γ(x)∇u) + cu = f in D ,

u = uD on Γu ,

γ(x)∂νu = p on Γq .

ただし，γ ∈W 1,∞(D) は γ(x) ≥ γ > 0 を満たす関数であり，γ，c > 0は与えられた定
数である．さらに f ∈ L2r(D)，p ∈ L2r(Γq)，uD ∈W 1− 1

2r , 2r(Γu) は与えられた関数で
ある．ここで，γ = ϕα，c = 0 のときは (2.2)，(2.9) と，γ ≡ 1，Γu = ∅ のときは (2.11)

と同じタイプの境界値問題である．
微分作用素 �P (∂x) を次のとおりに定義する．

�P (∂x)u(x) =


−∇ · (γ(x)∇u) (x) + cu(x), x ∈ D ,
u(x), x ∈ Γu ,

γ(x)∂νu(x), x ∈ Γq .

このとき境界値問題 (3.1) は，次のとおりに書くことができる．

(3.2) �P (∂x)u(x) = F (x) , ∀x ∈ D .

ここで，

F (x) =




f(x), x ∈ D,
uD(x), x ∈ Γu,

p(x), x ∈ Γq.

求積点 {x(j)}j=1,2,··· ,N を

x(1),x(2), · · · ,x(ND) ∈ D ,

x(ND+1),x(ND+2), · · · ,x(ND+Nu) ∈ Γu ,

x(ND+Nu+1),x(ND+Nu+2), · · · ,x(N) ∈ Γq

6
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となるようにとる．ただし x(i) ̸= x(j) (i ̸= j) とする．このとき �P (∂x)u(x) を，次のよ
うに近似することを考える．

(3.3) �P (∂x)u(x) =
N∑
j=1

wj(x)u(x
(j)) + ε(x; �P (∂x)u(x)), x ∈ D

wj(x) は重み関数であり，ε(x; �P (∂x)u(x)) は離散化誤差を表している．ここで，u(x)
が D を真に含む領域で解析的であると仮定する．このとき ∀x,y ∈ D に対して，

(3.4) u(y) =
∑

α∈Zd
+

(y − x)α

α!
∂αx u(x)

と書くことができる．ただし，Z+ := {z ∈ Z | z ≥ 0}，Zd
+ =

d∏
i=1

Z+，

α = (α1, α2, · · · , αd) ∈ Zd
+，α! := α1!α2!, . . . , αd! であり，

xα := xα1
1 xα2

2 · · ·xαd

d , ∂x := (∂1, ∂2, · · · , ∂d) , ∂j =
∂

∂xj
, ∂αx := ∂α1

1 ∂α2
2 · · · ∂αd

d

である．したがって，

(3.5) u(x(j)) =
∑

α∈Zd
+

(x(j) − x)α

α!
∂αx u(x) (j = 1, 2, · · · , N)．

�P (∂x) の記述を (3.4) に合わせると

(3.6) �P (∂x)u(x) =




∑

α∈Zd
+

aα(x)∂
α
x u(x) , x ∈ D ,

∑

α∈Zd
+

buα(x)∂
α
x u(x) , x ∈ Γu ,

∑

α∈Zd
+

bqα(x)∂
α
x u(x) , x ∈ Γq

となる．ただし

aα(x) = c (|α| = 0) , a(0,··· ,1,··· ,0)(x) = − ∂γ

∂xi
(x) (i = 1, 2, · · · , d) ,

a(0,··· ,2,··· ,0)(x) = −γ(x) , aα(x) = 0 (α : その他) ,
buα(x) = 1 (|α| = 0) , buα(x) = 0 (α : その他),
bq(0,··· ,1,··· ,0)(x) = νiγ(x) , bqα(x) = 0 (α : その他) .
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ここで |α| = α1 + α2 + · · ·+ αd である．x ∈ D とすると，(3.3)，(3.5)，(3.6) より

(3.7) ε(x; �P (∂x)u) =
∑

α∈Zd
+


aα(x)−

N∑
j=1

wj(x)
(x(j) − x)α

α!


 ∂αx u(x) .

同様にして，

ε(x; �P (∂x)u) =
∑

α∈Zd
+


b

u
α(x)−

N∑
j=1

wj(x)
(x(j) − x)α

α!


 ∂αx u(x) , x ∈ Γu ,(3.8)

ε(x; �P (∂x)u) =
∑

α∈Zd
+


b

q
α(x)−

N∑
j=1

wj(x)
(x(j) − x)α

α!


 ∂αx u(x) , x ∈ Γq .(3.9)

離散化誤差 ε(x; �P (∂x)u) を小にする 1つの方法は，(3.7)，(3.8)，(3.9) の ∂αx u(x) の係
数をすべてて小にするような重み関数 {wj(x)}Nj=1 を選ぶことである．しかし，そのよう
な {wj(x)}Nj=1 を選ぶことは難しい．そこで u(x) の高精度近似を導入し，その近似関数
に対して離散化誤差が 0 になるように重み関数を選ぶことにする．任意多点差分法では，
高精度近似として指数補間を採用している．指数補間とは，ξ(i) ∈ Rd (i = 1, 2, . . . , M)

を相異なる点とするとき，

�u(x) =
M∑
i=1

cie
ξ(i)·x, x ∈ D

とし，係数 {ci} を補間条件 �u(x(j)) = u(x(j)) (j = 1, 2, . . . , N) を満たすように選ぶ近
似方法である．指数補間が高精度であるかどうかは，現在のところ理論的に明らかにされ
ていないが，指数関数の Taylor 展開により

�u(x) =
∑

α∈Zd
+

xα�c(i)α

と書き直すことができる．ここで，�c(i)α =

(
1

α!

) M∑
i=1

ξ(i)αci である．つまり，�u(x) は

u(x) の無限次多項式補間と考えることができ，求積点 {ξ(i)}の取り方に工夫が必要であ
るものの，指数関数的に誤差を減少させる方法であることが期待できる．

∂αx �u(x) =
M∑
i=1

ξ(i)αeξ
(i)·xci および (3.7) より，∀x ∈ D に対して

ε(x; �P (∂x)�u) =
M∑
i=1

eξ
(i)·x


 ∑

α∈Zd
+

ξ(i)α


aα(x)−

N∑
j=1

(x(j) − x)α

α!
wj(x)





 ci .
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8

{ξ(i)}Mi=1 は，{eξ(i)·x} が一次独立となるように選ばれていると仮定する．このとき任意
の関数の指数補間に対して ε(x; �P (∂x)�u) = 0 (∀x ∈ D) を成り立たせるには，重み関数
が次の式を満たすように選べばよい．

(3.10)
N∑
j=1


 ∑

α∈Zd
+

(x(j) − x)α

α!
ξ(i)α


wj(x) =

∑

α∈Zd
+

ξ(i)αaα(x) (i = 1, 2, · · · , M) .

同様にして，∀x ∈ Γu，∀x ∈ Γq に対して ε(x; �P (∂x)�u) = 0 が成り立つためには，それ
ぞれ

N∑
j=1


 ∑

α∈Zd
+

(x(j) − x)α

α!
ξ(i)α


wj(x) =

∑

α∈Zd
+

ξ(i)αbuα(x) (i = 1, 2, . . . , M) ,(3.11)

N∑
j=1


 ∑

α∈Zd
+

(x(j) − x)α

α!
ξ(i)α


wj(x) =

∑

α∈Zd
+

ξ(i)αbqα(x) (i = 1, 2, . . . , M)(3.12)

を満たすように重み関数を選べばよい．ここで，多項式 �P (x, ξ) を次のとおりに定義
する．

�P (x, ξ) =




∑

α∈Zd
+

aα(x)ξ
α , x ∈ D,

∑

α∈Zd
+

buα(x)ξ
α , x ∈ Γu ,

∑

α∈Zd
+

bqα(x)ξ
α , x ∈ Γq .

また指数関数の Taylor 展開から，

eξ
(i)·(x(j)−x) =

∑

α∈Zd
+

1

α!
ξ(i)α(x(j) − x)α .

これらを (3.10)，(3.11)，(3.12) に適用すると，∀x ∈ D に対して，

(3.13)
N∑
j=1

eξ
(i)·x(j)

wj(x) = eξ
(i)·x �P (x; ξ(i)) (i = 1, 2, , · · · ,M) .

したがって，

L =
(
eξ

(i)·x(j)
)
∈ RM×N , q(x) =

( �P (x, ξ(i))eξ(i)·x
)
∈ RM ,

w(x) = t (w1(x), w2(x), . . . , wN (x)) ∈ RN

9
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と置くと，∀x ∈ D に対して (3.13) は

(3.14) Lw(x) = q(x), ∀x ∈ D .

(3.14) を満たすような重み関数 {wj(x)} を用いて偏微分作用素 �P (∂x) を

(3.15) �P (∂x)u(x) ≈
N∑
j=1

wj(x)u(x
(j))

と近似する．
任意多点差分近似 (3.15) では，∀x ∈ D に対しての近似について考えてきた．しかし
一般には，求積点上での値のみを求めることとなる．そこで，求積点 {x(j)}Nj=1 での近似
値を求めることを考える．(3.15) より，

(3.16) �P (∂x)u(x(i)) ≈
N∑
j=1

wj(x
(i))u(x(j)) (i = 1, 2, . . . , N).

ここで必要となるのは，求積点上の重み行列 W = (wij) = (wi(x
(j))) である．(3.14) よ

り，重み行列 W を求める方程式は次のとおりになる．

(3.17) LW = Q .

ただし，
Q =

( �P (x(j); ξ(i))eξ
(i)·x(j)

)
∈ RM×N .

ここで，多項式 P (x, ξ) の定義より

P (x(j), ξ(i)) =




c−∇γ(x(j)) · ξ(i) − γ(x(j))∥ξ(i)∥22 , (j = 1, . . . , ND) ,

1 (j = ND + 1, . . . , ND +Nu) ,

γ(x(j))ν(x(j)) · ξ(i) (j = ND +Nu + 1, . . . , N) .

よって，

Qij =




eξ
(i)·x(j)

(
c−∇γ(x(j)) · ξ(i) − γ(x(j))∥ξ(i)∥

)
(j = 1, 2, · · · , ND) ,

eξ
(i)·x(j)

(j = ND + 1, . . . , ND +Nu) ,

eξ
(i)·x(j)

γ(x(j))ν(x(j)) · ξ(i) (j = ND +Nu + 1, · · · , N) .

また，(3.16)より



�P (∂x)u(x(1))
�P (∂x)u(x(2))

...
�P (∂x)u(x(N))


 ≈ tWu.(3.18)

10
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1 (j = ND + 1, . . . , ND +Nu) ,

γ(x(j))ν(x(j)) · ξ(i) (j = ND +Nu + 1, . . . , N) .

よって，

Qij =




eξ
(i)·x(j)

(
c−∇γ(x(j)) · ξ(i) − γ(x(j))∥ξ(i)∥

)
(j = 1, 2, · · · , ND) ,

eξ
(i)·x(j)

(j = ND + 1, . . . , ND +Nu) ,

eξ
(i)·x(j)

γ(x(j))ν(x(j)) · ξ(i) (j = ND +Nu + 1, · · · , N) .

また，(3.16)より



�P (∂x)u(x(1))
�P (∂x)u(x(2))

...
�P (∂x)u(x(N))


 ≈ tWu.(3.18)
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ただし，u = t(u1, u2, · · · , uN )
(
uj ≈ u(x(j))

)
．したがって (3.2) より，求積点上の近似

解ベクトル u を求めるための連立一次方程式は

(3.19) tWu = F

となる．ただし，

F = t (F 1,F 2, · · · ,FN ) ,

F j =



f(x(i)) (j = 1, 2, · · · , ND) ,

uD(x
(i)) (j = ND + 1, · · · , ND +Nu) ,

p(x(i)) (j = ND +Nu + 1, · · · , N) .

(3.17) により重み行列 W を求め，それを用いて (3.19) を解くことで近似解を得る方法
を任意多点差分法と呼ぶ．

4. 数値実験
本節では，まず高精度化の基本である任意多点差分法の精度を，数値実験により検証す
る．任意多点差分法の高精度性を検証後，それを用いた高精度位相最適化手法の有効性
と，密度型位相最適化問題に対する最急降下法，H1 勾配法の数値安定性と収束性につい
て数値実験により検証・考察する．なお d = 2 とし，D = (0, 1) × (0, 1) とする．また
多倍長環境ライブラリは，exflib [7]を用いる．

4.1 密度型 Poisson 方程式に対する数値実験
Poisson 方程式の境界値問題 (3.1) に対する数値実験を行う．ここで，真の解は

u(x, y) = sin 2πxy とし，γ(x, y) = 1 + tanh(x+ y)

2
とする．また計算桁数は 10 進

200桁，300桁，400桁，求積点は領域を (x方向, y方向) = (40, 40), (50, 50), (60, 60) と
等間隔 (Fig. 1 (a))，不等間隔で分割した格子点上に配置し，その違いによる精度を検証
する．特に不等間隔での求積点配置は，スペクトル選点法で用いられる Gauss-Lobatto

選点 [19]を使用する．Gauss-Lobatto選点による求積点配置 (Fig. 1 (b)) は，一辺の分
割数が n+ 1 のとき，次のとおりになる．

(4.1)

(
xi
yj

)
=




�xi + 1
2�xj + 1
2


 , �xi = cos

(
iπ

n

)
(i = 0, 1, . . . , n) .
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(a) Equally spaced points (b) Gauss-Lobatto points

Fig. 1. Quadrature points (60× 60).

数値実験は，Dirichlet 問題，すなわち Γu = ∂D，Γq = ∅ の場合と，Neumann 問題，す
なわち Γu = ∅，Γq = ∂D の場合について行う．また数値実験は，CPU: Intel(R) Xeon
X5675 (3.07Ghz) (12 コア)，メモリ: 96 GB のワークステーションにおいて，ライブラ
リ MPICH 1.4.1 によりプログラムの並列化を行って実施した．
Dirichlet 問題，Neumann 問題に対する等間隔配置における誤差は，それぞれ Table 1，

2 のとおりである．また誤差の片対数グラフは，それぞれ Figs. 2，3 のとおりである．10
進 200桁の結果より，任意多点差分法により高精度解を得るためには適切な計算桁数が必
要であることが示された．さらに 10 進 300 桁，400 桁の回帰直線は，Dirichlet 問題の
場合はそれぞれ −0.356247 − 0.661629Nx，−0.356214 − 0.661630Nx，Neumann 問題
の場合はそれぞれ −0.230643− 0.663057Nx，−0.306574− 0.661305Nx (Nx: 一辺の分
割数) となり，任意多点差分法が密度型 Poisson 方程式の境界値問題 (3.1) に対して，指
数関数的に誤差が減少する方法であることが示唆された．一方，10 進 300 桁における誤
差分布は，Fig. 4 のとおりである．誤差はカド点付近に大きく表れており，最適設計手法
に任意多点差分法を用いた場合，計算結果に悪影響を及ぼす可能性がある．なお計算桁数
300 桁における Dirichlet 問題の計算時間は，求積点配置 (40, 40)，(50, 50)，(60, 60) に
おいてそれぞれ 1756 [s]，4852 [s]，11546 [s] であった．よって位相最適化問題へ本手法
を用いる場合，多コア CPU を持つ計算機における並列計算が必須であるといえる．

Table 1. W 1,∞ norm error (Dirichlet problem, equally spaced points)

Number of division 200 digit 300 digit 400 digit

40× 40 1.50532× 10−27 1.50532× 10−27 1.50532× 10−27

50× 50 8.72879× 10−34 3.66637× 10−34 3.66637× 10−34

60× 60 1.08968× 10−30 8.81150× 10−41 8.81119× 10−41
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(c) 400 digits

Fig. 2. Semilogarithmic graph of error (Dirichlet problem, equally spaced points).

Table 2. W 1,∞ norm error (Neumann problem, equally spaced points).

Number of division 200 digit 300 digit 400 digit

40× 40 1.75154× 10−27 1.75154× 10−27 1.75154× 10−27

50× 50 1.57825× 10−32 4.20557× 10−34 4.20557× 10−34

60× 60 3.12169× 10−29 9.60018× 10−41 1.0407× 10−40
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Fig. 3. Semilogarithmic graph of error (Neumann problem, equally spaced points).
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(b) Neumann problem

Fig. 4. Distribution of W 1,∞ error (equally spaced points).

Gauss-Lobatto 選点 (4.1) を求積点とした場合の計算結果および誤差分布は，それぞれ
Table 3，4，Fig. 5 のとおりである．等間隔配置の結果に比べ，Dirichlet，Neumann 問
題ともに精度が改善された．さらに誤差分布についても，カド点への集中を緩和すること
ができた．精度および誤差分布の観点から，最適設計手法においては Gauss-Lobatto 選
点による任意多点差分法を用いることにする．

Table 3. W 1,∞ norm error (Dirichlet problem, Gauss-Lobatto points).

Number of division 200 digit 300 digit 400 digit

40× 40 1.55640× 10−34 1.55640× 10−34 1.55640× 10−34

50× 50 2.21442× 10−41 6.88996× 10−43 6.88996× 10−43

60× 60 2.74704× 10−41 3.14870× 10−51 3.14870× 10−51

Table 4. W 1,∞ norm error (Neumann problem, Gauss-Lobatto points).

Number of division 200 digit 300 digit 400 digit

40× 40 3.18098× 10−34 3.18098× 10−34 3.18098× 10−34

50× 50 9.45472× 10−40 1.42875× 10−42 1.42875× 10−42

60× 60 2.47085× 10−41 6.55828× 10−51 6.55828× 10−51
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Fig. 5. Distribuation of W 1,∞ error (Gauss-Lobatto points).

4.2 高精度位相最適化手法に対する数値実験
先行研究 [15] における例題を用いて，開発手法の有効性と密度型位相最適化問題に対
する最急降下法，H1 勾配法の数値安定性と収束性について検証する．主問題 (2.2) にお
ける外力項を f(x1, x2) = 2

(
x21 + x

2
2 − (x1 + x2)

)
とし，Γu = ∂D (Γq = ∅)，uD ≡ 0，

ϕ(θ) =
1 + tanh θ

2
，α = 2 とする．また DC = ∅，すなわち Θ = C0, 1(D) とする．コ

スト関数および制約汎関数は，次のとおりとする．

f0(θ, u) =

∫

D

f u dx , f1(θ, u) =

∫

D

ϕ(θ) dx− 1

2
.

すなわち m = 1，ζ0(θ, u) = f u，ζ1(θ, u) = ϕ(θ)，ηDi(∂νu) = 0，c0 = 0，c1 = 1/2

であり，θ ∈ Θ のとき第 2 章の仮定を満たす．また ζ0θ(θ, u) = 0，ζ0u(θ, u) = f，
ζ1θ(θ, u) = ϕθ，ζ1u(θ, u) = 0 より，随伴問題 (2.9) の解は v0 = u，v1 ≡ 0 であり，勾
配は

g0 = −2ϕϕθ|∇u|2 , g1 = ϕθ

となる．ステップサイズ ϵ > 0 の選択には，直線探索法の一つであるバックトラック法
(Armijo の基準) [17]を用いる．
初期設計変数を θ0 ≡ 0 とし，求積点は Gauss-Lobatto 選点により配置する．計算桁

数は 10 進 300 桁，反復終了判定は計算機イプシロン ε ≈ 5.56268× 10−309 により

|f0(θk+1, uk+1)− f0(θk, uk)| < ε

とする．計算結果は Fig. 6，またコスト関数 f0 のグラフは Fig. 7 のとおりである．
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Fig. 6. Calculated density function ϕ (Gauss-Lobatto points, 60× 60).
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Fig. 7 より，最急降下法は同じ反復ステップにおいて H1 勾配法よりコスト関数値を小
さくするという意味で良好な結果を得ることができた．しかし，計算したすべての求積点
配置において少ない反復ステップでステップサイズ ϵ の選択に失敗し終了した．それに
対して H1 勾配法は，60× 60 の求積点配置で収束，40× 40，50× 50 の求積点配置で最
急降下法と同じくステップサイズの選択に失敗し停止したものの，収束した場合と近い形
状が得られるまで反復を継続することができた．これらの結果より，丸め誤差・離散化誤
差を十分小にした場合においても，最急降下法は H1 勾配法に比べ誤差の影響を大きく受
けることが明らかになった．よって最急降下法は，密度型位相最適化問題に対して計算桁
数・方法によらず不安定な手法である可能性が示唆された．一方，計算桁数・方法によら

16

16 日本応用数理学会論文誌　Vol. 26, No. 1, 2016

─ 16 ─



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

(a) Steepest descent method (19 step)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

(b) H1 gradient method (226 step)

Fig. 6. Calculated density function ϕ (Gauss-Lobatto points, 60× 60).

 0.05

 0.055

 0.06

 0.065

 0.07

 0.075

 0.08

 0.085

 0.09

 0  50  100  150  200

V
al

u
e 

o
f 

co
st

 f
u
n
ct

io
n
al

Number of iteration

Steepest (40x40)
Steepest (50x50)
Steepest (60x60)

H1gradient (40x40)
H1gradient (50x50)
H1gradient (60x60)

Fig. 7. Graph of cost funcational f0.

Fig. 7 より，最急降下法は同じ反復ステップにおいて H1 勾配法よりコスト関数値を小
さくするという意味で良好な結果を得ることができた．しかし，計算したすべての求積点
配置において少ない反復ステップでステップサイズ ϵ の選択に失敗し終了した．それに
対して H1 勾配法は，60× 60 の求積点配置で収束，40× 40，50× 50 の求積点配置で最
急降下法と同じくステップサイズの選択に失敗し停止したものの，収束した場合と近い形
状が得られるまで反復を継続することができた．これらの結果より，丸め誤差・離散化誤
差を十分小にした場合においても，最急降下法は H1 勾配法に比べ誤差の影響を大きく受
けることが明らかになった．よって最急降下法は，密度型位相最適化問題に対して計算桁
数・方法によらず不安定な手法である可能性が示唆された．一方，計算桁数・方法によら

16

ず不安定であることを示すためには，丸め誤差，離散化誤差を増加させていったときの理
論解析が必須であり，今後検討する必要がある．
倍精度環境と有限要素法による H1 勾配法の計算結果は，Fig. 8 のとおりである．こ
こで有限要素法による H1 勾配法の計算プログラムは，FreeFem++ バージョン 3.36 [10]

により作成・実行した．反復回数 180 回の結果 (Fig. 8 (a)) の結果は，任意多点差分法
を用いた場合 (Fig. 6 (b)) とほぼ同形状の結果を得ることができた．一方，各種誤差の影
響により，計算機イプシロンによる収束判定で反復は停止せず Fig. 8 (b) のとおりの結
果となった．これらの結果より，H1 勾配法は計算環境によらず安定な手法であり，さら
に高精度最適化手法を用いることでより安定な手法となることが示唆された．しかし，任
意多点差分法による高精度手法においても，コスト関数の変化量が非常に小であるという
意味で計算は終了させられたものの，H1 勾配法で基礎においている KKT 条件 (2.5) の
Lagrange 関数勾配値は 1.01273 × 10−2，つまり停留点に到達させることが出来なかっ
た．よって，Fig. 8 (b) の結果はアイランド現象に近い数値不安定現象と考えられるもの
の，最適形状である可能性も残っており，この数値実験において H1 勾配法が過大な安定
化手法ではないことを示すことができなかった．今後は，各ステップにおける未定乗数の
決定手法などを検討することで，開発手法を停留点へ到達できるよう改良し，H1 勾配法
の収束性と安定性，特に過大な安定化となっていないかを明らかにする必要がある．
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Fig. 8. Calculated density function ϕ via FEM.

5. まとめ
本論文では，Poisson 方程式を支配方程式とする密度型位相最適化問題に対して高精度

最適設計手法を開発し，その有効性の検証および最急降下法，H1 勾配法の数値安定性と
収束性について考察した．
密度型位相最適化問題に対する方法としては，KKT 条件を基礎とした勾配法を採用し

た．計算はすべて多倍長環境で実行し，コスト関数，勾配などを求めるのに必要な偏微分
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方程式の境界値問題に対する解法として微分求積法の一種であり，高精度メッシュフリー
解法でもある任意多点差分法 [11]を用いることで，高精度勾配法を構築した．
反復解法で現れる密度型 Poisson 方程式の境界値問題に対して，任意多点差分法を適用
し，その高精度性を数値実験により検証した．その実験結果より，任意多点差分法は指数
関数的に誤差が減少する方法であることが示唆された．さらに，計算精度を得るためには
多倍長環境において十分な計算桁数が必要なこと，そして求積点配置に工夫することで精
度が向上する可能性を見出した．
また，密度型位相最適化問題に対する実験結果から，最急降下法は同じ反復ステップに
おいては H1 勾配法よりコスト関数値を小さくする点で良好な結果が得られたものの，実
験をしたすべての結果でステップサイズの更新に失敗し，計算が終了した．しかし，計算
桁数と求積点数を増加させる，すなわち丸め誤差と離散化誤差を減少させることで，H1

勾配法においてこの問題は回避可能であることを数値例により示した．最急降下法は，離
散化・丸め誤差を減少させてもステップサイズの更新に失敗することから，密度型位相最
適化問題に対して誤差の影響を受け易い不安定な方法であることが示唆された．また従来
手法を用いた結果との比較により，H1 勾配法は計算環境によらず安定な手法であり，さ
らに高精度最適化手法を用いることで，より安定な手法となることが示唆された．しかし
問題に対する手法の安定性を示すには，計算桁数および求積点数を増加させていったとき
の理論解析が必須であり，今後検討する必要がある．
一方，高精度解法を用いた提案手法によっても，KKT 条件 (2.5) を満足させることは

できない，つまり停留点に到達させることが出来なかった．今後は，各ステップにおける
未定乗数の決定手法などを検討し，開発高精度手法を停留点に到達できるよう改良する．
また，その改良により H1 勾配法の収束性と安定性について，特に安定性については過大
な安定化となっていないかを明らかにする．さらに，提案手法を線形弾性方程式など実用
問題に現れる方程式を用いた密度型位相最適化問題に対して適用することも，今後の課題
である．
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